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ËÅÊÖÈß 1

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Ñòàâèòñÿ öåëü: ðàñøèðèòü îáëàñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, äîáàâèòü òóäà íîâûå,
íî òàê, ÷òîáû íà ýòîì áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü àíàëèç:
ââîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ôóíêöèè, ðàñìàòðèâàòü ïðåäåëû, ñõîäèìîñòè è ò. ä.,
÷òîáû ýòî ðàñøèðåíèå áûëî ñîäåðæàòåëüíûì.

Ïðîáëåìà 1: íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñàìî ìíîæåñòâî ÷èñåë áûëî ñîäåðæàòåëüíûì.
Íàïîìèíàþ, ÷òî ìíîæåñòâî R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òî åñòü äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü, äåëèòü, íå âûõîäÿ çà ðàìêè R, à
òàêæå äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ðÿä àêñèîì (ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ñëàãàåìûå, ðàñêðûâàòü
ñêîáêè è ò. ä.)

×òîáû ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó, äîáàâèì ê ìíîæåñòâó R åù¼ îäíî ÷èñëî, êîòîðîå
èñòîðè÷åñêè íàçûâàåòñÿ i:

{R, i}

×òîáû íîâîå ìíîæåñòâî áûëî ïîëåì, íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ íîâûé ýëåìåíò i ñêëà-
äûâàòü è óìíîæàòü ñ ÷èñëàìè èç R, òî åñòü ìíîæåñòâî äîëæíî ñîäåðæàòü ÷èñëà âèäà
a+ b · i, ãäå a è b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Îêàçûâàåòñÿ, ýòîãî äîñòàòî÷íî.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñåë âèäà a+ b · i, ãäå a, b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à i2 = −1:

C = {z = a+ b · i, a, b ∈ R}, i2 = −1.

×èñëî
a = Re z

íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, à

b = Im z

� åãî ìíèìîé ÷àñòüþ.

Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ïîëåì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äâà ÷èñëà z1 = a1 + ib1 è z2 = a2 + ib2 ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ
äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè:

z1 = z2 ⇔ {a1 = a2, b1 = b2}.

×èñëî z = a + ib íàçûâàåòñÿ íóë¼ì, åñëè åãî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè
ðàâíû íóëþ:

z = a+ ib = 0⇔ {a = 0, b = 0}.

1.1. Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

Ðàññìîòðèì ÷èñëà z1 = a1 + ib1 è z2 = a2 + ib2.
1) Ñëîæåíèå: z1 +z2 = (a1 +a2)+i(b1 +b2) � îòäåëüíî ñêëàäûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå

è ìíèìûå ÷àñòè, ïðè ýòîì ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì
÷èñëîì, òî åñòü ÷èñëîì âèäà a+ ib.
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2) Óìíîæåíèå: z1z2 = (a1 + ib1)(a2 + ib2) = a1a2 − b1b2 + i(a1b2 + a2b1), ïîñêîëüêó
i2 = 1. Â ðåçóëüòàòå ìû ñíîâà ïîëó÷èëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

3) Äåëåíèå (z2 6= 0): z1/z2 = z = x+ iy, ãäå z äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

z2 · z = z1 .

Çäåñü âîçíèêàåò âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ è áóäåò ëè îíî
åäèíñòâåííûì.

Ïåðåìíîæàÿ, ïîëó÷èì: a2x− b2y + i(a2y + b2x) = a1 + ib1. Ýòî ðàâíîñèëüíî äâóì
ðàâåíñòâàì

a2x− b2y = a1, a2y + b2x = b1.

Ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî (x, y) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè óñëîâèè

det

(
a2 −b2

b2 a2

)
= a2

2 + b2
2 6= 0 ,

êîòîðîå àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ìû ïîëîæèëè z2 6= 0.
Çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî R òàê, ÷òîáû áîëåå îáùåå ìíîæåñòâî áû-

ëî ïîëåì, âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ (òåîðåìà Ôðîáåíèóñà): åñëè îïðåäåëÿ-
åìîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè êâàòåðíèîíîâ (÷èñåë âèäà
a + ib1 + jb2 + kb3 ñ òðåìÿ ìíèìûìè åäèíèöàìè).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè z2 6= 0, òî ðåçóëüòàò äåëåíèÿ â C ñóùåñòâó-
åò è ðîâíî îäèí. Íî íàõîäèòü åãî, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íåóäîáíî. Êîíñòðóê-
òèâíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ z1/z2 îñíîâàí íà êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè.

Îïðåäåëåíèå 1.3. ×èñëîì, êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûì ê z2, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

z̄2 = a2 − ib2 .

Èçáàâèìñÿ îò êîìïëåêñíîé åäèíèöû â çíàìåíàòåëå:

z1

z2

=
z1z̄2

z2z̄2

=
(a1 + ib1)(a2 − ib2)

(a2
2 − (ib2)2)

=
(a1a2 + b1b2

a2
2 + b2

2

+ i · b1a2 − a1b2

a2
2 + b2

2

.

Êàê óæå áûëî äîêàçàíî, ïðè äåëåíèè ìû íå âûøëè çà ðàìêè C.
Ôîðìà çàïèñè, êîòîðóþ ìû äî ñèõ ïîð óïîòðåáëÿëè, z = a + ib, íàçûâàåòñÿ àë-

ãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Ðåìàðêà: çà÷åì ñòîèò èçó÷àòü ÒÔÊÏ? � Â ðàìêàõ R åñòü ïðîáëåìû, êîòîðûå

óäà¼òñÿ ðåøàòü â ðàìêàõ C. Ðàñøèðåíèå ìàòàíàëèçà äî êîìïëåêñíîãî ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü ñèëüíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, ðÿäîâ è ò. ä.

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Çà÷åì
îíà íóæíà? Îòâåò: äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê. Êîãäà ìû ïðîâîäèì âû-
êëàäêè â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå, îñîáåííî ïðè ðàññìîòðåíèè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ,
ïîëó÷àþòñÿ ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ. Åñëè âîçâåñòè ÷èñëî â ñòåïåíü, âûðàæåíèÿ ñòà-
íóò åù¼ áîëåå ãðîìîçäêèìè (áèíîìû Íüþòîíà). Åñòü áîëåå ïðîñòîé ïóòü, êîòîðûé
ìû ñåé÷àñ è ðàññìîòðèì.
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1.2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è
òî÷êàìè ïëîñêîñòè R2:

(a+ ib) ⇐⇒ (a, b) ∈ R2,

C ⇐⇒ R2.

Â R2 a è b � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè z. Ââåä¼ì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû,
êîòîðûå áóäóò äàâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó (ðèñ. 1.1):
• r =

√
a2 + b2 � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî íóëÿ;

• ϕ � ïîëÿðíûé óãîë � óãîë, îáðàçîâàííûé ðàäèóñ-âåêòîðîì äàííîé òî÷êè ñ ïîëî-
æèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox:

y

x

b

a

r

φ

0

Ðèñ. 1.1. Òî÷êà íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè

cosϕ =
a

r
, sinϕ =

b

r
.

Ýòîò óãîë îïðåäåë¼í íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî
2πk, è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ íåíóëåâûõ òî÷åê (z 6= 0).

Òîãäà {
a = r cosϕ ,
b = r sinϕ .

Ïîäñòàíîâêà äà¼ò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó

çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

z = r(cosϕ+ i sinϕ).

Åñëè z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r1(cosϕ2 + i sinϕ2), òî ýòè ÷èñëà ðàâíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó ýòèõ òî÷åê{

r1 = r2 ,
ϕ1 = ϕ2 + 2πk, k ∈ Z .

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ãëàâíûé àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z � ýòî ïîëÿðíûé
óãîë ϕ0, ëåæàùèé â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî 2π:

arg
ãë
z = ϕ0 ∈ [0; 2π).

Âñå îñòàëüíûå ïîëÿðíûå óãëû, ñîîòâåòñòâóþùèå z, âêëþ÷àÿ ãëàâíûé, îáîçíà÷àþòñÿ
Argz:

Argz = {arg
ãë
z + 2πk, k ∈ Z}.

1.3. Äåéñòâèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

Åñëè äàíî äâà ÷èñëà z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) è z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), òî
1) ïðè óìíîæåíèè èìååì:

z1 · z2 = r1r2((cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2) + i(sinϕ1 cosϕ2 + sinϕ2 cosϕ1)) =

= r1r2 · (cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)) .

Èç ýòîãî ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü (ôîðìóëà Ìóàâðà):

zn1 = rn1 (cosnϕ1 + i sinnϕ1).
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2) Äåëåíèå:
z1

z2

=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1)

r2(cosϕ2 + i sinϕ2)
· cosϕ2 − i sinϕ2

cosϕ2 − i sinϕ2

=

=
r1

r2

· (cosϕ1 cosϕ2 + sinϕ1 sinϕ2) + i(sinϕ1 cosϕ2 − sinϕ2 cosϕ1)

cos2 ϕ2 + sin2 ϕ2

,

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

z1

z2

=
r1

r2

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)) .

3) Èçâëå÷åíèå êîðíÿ: n
√
z, z ∈ C � ýòî ÷èñëî w ∈ C òàêîå, ÷òî wn = z.

Ïóñòü äàíî z = r(cosϕ+ i sinϕ), èùåì w = ρ(cosψ+ i sinψ). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâ-
ëÿåì z è w â ðàâåíñòâîwn = z è èñïîëüçóåì äëÿ w ôîðìóëó Ìóàâðà:

ρn(cosnψ + i sinnψ) = r(cosϕ+ i sinϕ).

Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:{
ρn = r ,
nψ = ϕ+ 2πk, k ∈ Z ,

èëè {
ρ = n

√
r ,

ψ = ϕ
n

+ 2πk
n
, k ∈ Z .

Òàêèì îáðàçîì, êîðíåé n-îé ñòåïåíè áóäåò íåñêîëüêî, òî åñòü ìíîæåñòâî:{
n
√
z
}

= {wk} =

{
n
√
r ·
(

cos

(
ϕ

n
+

2πk

n

)
+ i sin

(
ϕ

n
+

2πk

n

))
,

k = 0, 1, . . . , n− 1} .
Íà÷èíàÿ ñ k = n, ÷èñëà wk áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ, è íîâûõ îòâåòîâ ìû íå ïîëó÷èì.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé çàïèñè ïîäðàçóìåâàåò-
ñÿ, ÷òî z 6= 0.

Åñëè èçîáðàçèòü êîðíè n-îé ñòåïåíè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òî âñå îíè áóäóò
ëåæàòü íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà n

√
r â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî

â ýòó îêðóæíîñòü (ðèñ. 1.2).
Çàïèñü n

√
r îçíà÷àåò îäíî ÷èñëî � àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü èç äåéñòâèòåëüíîãî

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà, à { n
√
z} � ìíîæåñòâî êîðíåé. ×òîáû èõ ðàçëè÷àòü, ñòàâÿò

ôèãóðíóþ ñêîáêó.
Ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü â âûêëàäêàõ äðóãîå îáîçíà÷åíèå � ôîðìóëó Ýé-

ëåðà:
∀ϕ ∈ R cosϕ+ i sinϕ = eiϕ

Ïîêà ÷òî eiϕ � ïðîñòî îáîçíà÷åíèå, ìû íå îïðåäåëÿåì ýêñïîíåíòó â C, íî òàêàÿ
çàïèñü î÷åíü óäîáíà:

z1 = r1 · eiϕ1 , z2 = r2 · eiϕ2 ,

z1 · z2 = r1 · r2 · ei(ϕ1+ϕ2) .

Ïîñëåäíåå � íå ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíòû ïðè óìíîæåíèè ñêëàäû-
âàþòñÿ, à ñëåäñòâèå îáîçíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé çàïèñè.
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φ/n

w0

w1
w2

rn

Ðèñ. 1.2. Êîðíè n-îé ñòåïåíè

Äåëåíèå:
z1

z2

=
r1

r2

· ei(ϕ1−ϕ2) ,

âîçâåäåíèå â ñòåïåíü:
zn1 = rn1 · einϕ ,

èçâëå÷åíèå êîðíÿ:

{ n
√
z1} =

{
n
√
r · ei(ϕ1/n+2πk/n)

}
, k = 0, . . . , n− 1.

ÍËÎ (íåáîëüøîå ëèðè÷åñêîå îòñòóïëåíèå)
J Îêàçûâàåòñÿ (äîêàçàííûé ôàêò), ÷òî â C íåëüçÿ ââåñòè îòíîøåíèå ïîðÿäêà

ìåæäó ÷èñëàìè, òî åñòü íåëüçÿ ñêàçàòü, êàêîå èç íèõ áîëüøå, à êàêîå ìåíüøå. Ïðè-
÷èíà � íåâîçìîæíîñòü óäîâëåòâîðèòü àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè:

A ⊂ R, A 6= ∅, B ⊂ R, B 6= ∅.

A 6 B ⇐⇒ {∀a ∈ A, ∀b ∈ B a 6 b}.
Àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè. Åñëè A 6 B, òî ∃c ∈ R : A 6 c 6 B, òî åñòü

∀a ∈ A, ∀b ∈ B a 6 c 6 b. I

1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå 1.5. Åñëè ÷èñëî r > 0, z0 ∈ C, òî îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü ðàäèóñà r
ñ öåíòðîì â z0 � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê îòêðûòîãî êðóãà:

Br(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < r} .

Çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü

Br(z0) = {z ∈ C : |z − z0| 6 r} .

Ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü

Ḃr(z0) = Br(z0)\{z0}.

Îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íîñòè

Br(∞) = {z ∈ C : |z| > 1/r} .
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Â C, â îòëè÷èå îò R, íåò ±∞, ïîñêîëüêó íåò îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà, à åñòü îäíà
áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà ∞.

Îïðåäåëåíèå 1.6.
C = C ∪ {∞}.

(ñ ââåä¼ííîé âûøå ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé òî÷êè ∞).

Ìíîæåñòâî C íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ïîòîìó ÷òî ñ òî÷êîé∞ íåëüçÿ ñîâåðøàòü àðèô-
ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. Ïî÷åìó ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííîå?

ÍËÎ: Ñôåðà Ðèìàíà
J Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîñòðîåíèÿ C: âîçüì¼ì ïëîñêîñòü C (èëè R2) è ñôåðó

ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè â òî÷êå 0. Âûáåðåì íà íåé òî÷-
êó N , äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êå 0, è ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ñôåðû íà
ïëîñêîñòü: èç òî÷êè N ïðîâåä¼ì ëó÷è, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ñôåðó. Ýòè ëó÷è ïåðåñå-
êóò è ïëîñêîñòü. Ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå òî÷åê M ñôåðû â òî÷êè f(M) íà ïëîñêîñòè
(ðèñ. 1.3).

O

 f (M)

N

M

C

Ðèñ. 1.3. Ñôåðà Ðèìàíà è ïîñòðîåíèå ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñôåðû íà ïëîñ-
êîñòü. Ñôåðà íàçûâàåòñÿ ñôåðîé Ðèìàíà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå íåïðå-
ðûâíî. Íî: ñàìà òî÷êà N íèêóäà íå îòîáðàçèëàñü.

Ãîâîðÿò, ÷òî N îòîáðàçèëàñü â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ òî÷êó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ðàññìîòðåòü îêðåñòíîñòü òî÷êè N íà ñôåðå (÷àñòü ñôåðû, îòñåêàåìàÿ ïëîñêîñòüþ,
ïàðàëëåëüíîé C), òî îíà îòîáðàçèòñÿ â Br(∞).

Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñôåðà Ðèìàíà ñ òî÷êîé N âêëþ÷èòåëüíî îòîáðà-
æàåòñÿ â C. I

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü {zn}n∈N ⊂ C � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ãîâîðÿò, ÷òî z ∈ C � å¼ ïðåäåë, lim

n→+∞
zn = z, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N |zn − z| < ε.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}n∈N ⊂ C ñõîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

lim
n→+∞

zn =∞ ⇔ ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N |zn| > 1/ε.
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Óòâåðæäåíèå 1.1. Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn = xn + iyn} ⊂
C è ÷èñëî z = x+ iy ⊂ C. Òîãäà

lim
n→+∞

zn = z ⇔
{

lim
n→+∞

xn = x, lim
n→+∞

yn = y

}
.

Ó êàæäîé òåîðåìû åñòü èäåÿ, ÿäðî. Èäåÿ äàííîé òåîðåìû (óòâåðæäåíèÿ): ñâåñòè
ñõîäèìîñòü â C ê ñõîäèìîñòè â R.

Äîêàçàòåëüñòâî. � Èñïîëüçóåì øêîëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà.

xxn

y

yn
zn

z

Ðèñ. 1.4. Ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè.

⇒ zn → z ïðè n→ +∞ ⇔ |zn − z| → 0, n→ +∞: ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

0 6 |xn − x| 6 |zn − z|

� êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà íå áîëüøå ãèïîòåíóçû; íî |zn − z| → 0, è ïî
òåîðåìå î òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ("î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ") ∃ lim

n→∞
|xn − x| = 0.

Àíàëîãè÷íî, ∃ lim
n→∞

|yn − y| = 0.

⇐ Òàê êàê ïðè n → +∞ xn → x, yn → y, òî |xn − x|−−−→n→∞ 0, |yn − y|−−−→n→∞ 0.
Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

0 6 |zn − z| 6 |xn − x|+ |yn − y|

� ãèïîòåíóçà íå áîëüøå ñóììû êàòåòîâ. |xn−x|−−−→n→∞ 0, |yn− y|−−−→n→∞ 0, ñëåäîâàòåëüíî,

∃ lim
n→∞

|zn − z| = 0 ⇔ zn−−−→n→∞ z.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �
Çàìå÷àíèå 1.1.1 Â C äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîõðàíÿþòñÿ òåîðåìû èç R ïðî

ïðåäåë ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è êðèòåðèé
Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çàìå÷àíèå 1.2. zn → z ïðè n→ +∞ ⇔ lim
n→+∞

|zn − z| = 0.

1Çàìå÷àíèå � ýòî òåîðåìà, êîòîðàÿ äà¼òñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà: ëèáî îíà î÷åíü ïðîñòàÿ, ëèáî

î÷åíü ñëîæíàÿ.
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1.5. Ðÿäû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

z1 + z2 + z3 + · · ·+ zn + . . . � ?
{zn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ sN = z1 + z2 + · · ·+ zN , N ∈ N � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ ê êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z,

∞∑
n=1

zn = z ∈ C,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
lim

N→+∞
sN = z.

Çàìå÷àíèå 1.3. Åñëè åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

{zn = xn + iyn}n∈N ⊂ C

è ÷èñëî z = x+ iy ∈ C, òî

∞∑
n=1

zn = z ⇔

{
∞∑
n=1

xn = x,
∞∑
n=1

yn = y

}
.

Ýòî ñëåäóåò èç îïð. 1.9 è óòâ. 1.1.
Çàìå÷àíèå 1.4. Äëÿ ðÿäîâ â C ñîõðàíÿåòñÿ òåîðåìà î ñóììå ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ è

êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà.

1.6. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Ïóñòü G ⊂ C, G 6= ∅, ïóñòü åñòü îòîáðàæåíèå

f : G ⊂ C→ C,

ò. å. ∀z ∈ G z 7→ w = f(z)

Òîãäà f � ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü G ⊂ C, G 6= ∅, òîãäà òî÷êà z0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà G,
åñëè

∀δ > 0 Ḃδ(z0) ∩G 6= ∅.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü f : G ⊂ C → C, òî÷êà z0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ G,
òîãäà

lim
z→z0

f(z) = A ∈ C ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀z ∈ G 0 < |z − z0| < δ

(ò.å. z ∈ Ḃδ(z0) ∩G) |f(z)− A| < ε.

Òî÷êà A ∈ C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f .
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z=x+iy
w=f(z)=u+iv

Ðèñ. 1.5. Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ôóíêöèè

Äëÿ ∀f : G ⊂ C → C ìîæíî âûäåëèòü äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü ýòîé
ôóíêöèè.

Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü: u = Re f , ìíèìàÿ ÷àñòü: v = Im f :

u : G ⊂ R2 → R,

v : G ⊂ R2 → R,

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy.

Çàìå÷àíèå 1.5. Ïóñòü ôóíêöèÿf = u + iv : G ⊂ C → C, ïóñòü z0 = x0 + iy0 �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà G. Òîãäà

lim
z→z0

f(z) = A = a+ bi ⇔

{
lim
x→x0
y→y0

u(x, y) = a, lim
x→x0
y→y0

v(x, y) = b

}
.

(äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâ. 1.1).

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü f : G ⊂ C → C, òî÷êà z0 ∈ G, z0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
äëÿ G. Òîãäà f íåïðåðûâíà â òî÷êå z0 (îáîçíà÷åíèå: f ∈ C(z0)) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Îïðåäåëåíèå 1.13. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C(z0), ∀z0 ∈ G, òî ãîâîðÿò, ÷òî f íåïðå-

ðûâíà íà ìíîæåñòâå G è îáîçíà÷àþò f ∈ C(G).

1.7. Ôóíêöîíàëüíûå ðÿäû

Ðàññìîòðèì fn : G ⊂ C→ C, n ∈ N, è ôóíêöèþ f : G ⊂ C→ C.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ðÿä
∞∑
n=1

fn(z) ñõîäèòñÿ ê f(z) ïîòî÷å÷íî íà G,

∞∑
n=1

fn(z)→ f(z),

åñëè ñõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëîâûå ðÿäû:

∀z0 ∈ G
∞∑
n=1

fn(z0) = f(z0).
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Îïðåäåëåíèå 1.15. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

fn(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f(z) íà

ìíîæåñòâå G,
∞∑
n=1

fn(z)⇒ f(z),

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê ýòîé ôóíêöèè:

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N, ∀z ∈ G

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

fk(z)− f(z)

∣∣∣∣∣ < ε.

Çàìå÷àíèå 1.6. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü

fn : G ⊂ C→ C,

|fn(z)| 6 an

� îöåíèâàåòñÿ ïî ìîäóëþ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì, ∀n ∈ N, ∀z ∈ C, ïðè÷¼ì ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Òîãäà ôóíêöîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà G,

∞∑
n=1

fn ⇒ .

Çàìå÷àíèå 1.7. (Íàñëåäîâàíèå íåïðåðûâíîñòè) Åñëè

fn : G ⊂ C→ C,

f : G ⊂ C→ C

è fn ∈ C(G), ïðè÷¼ì
∞∑
n=1

fn ⇒ f íà G, òî f ∈ C(G).

1.8. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ∈ C, G 6= ∅. Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ åãî
âíóòðåííåé òî÷êîé (z0 ∈ int G), åñëè

∃δ > 0 : Bδ(z0) ⊂ G.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ïóñòü f : G ⊂ C → C, ïóñòü z0 ∈ intG, òîãäà ïðîèçâîäíàÿ â

òî÷êå z0

f ′(z0) = lim
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
.

Òåîðåìà 1.1. (Óñëîâèå Êîøè�Ðèìàíà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G ⊂ C → C,
f(z) = u(x, y) + iv(x, y), ïóñòü z0 = x0 + iy0 ∈ int G. Òîãäà

∃f ′(z0) ⇔


u ∈ D(x0, y0) − äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå (x0, y0),
v ∈ D(x0, y0),
u′x(x0, y0) = v′y(x0, y0),
u′y(x0, y0) = −v′x(x0, y0),
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ïðè÷¼ì åñëè ∃f ′(z0), òî

f ′(z0) = u′x(x0, y0) + iv′x(x0, y0).

Íà ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ âî âñåõ òî÷êàõ èìååò
ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, òî îíà èìååò è âòîðóþ, òðåòüþ è ò. ä. ïðîèçâîäíûå è ðàñêëà-
äûâàåòñÿ â àíàëèòè÷åñêèé ðÿä.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðàáîòà �1. Âû÷èñëèòü:

1)
(1 + i)6

(
√

3− i)5
;

2)
{

6
√
−1
}

;

3)
{

2013
√

2013
}
.
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